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Рассматривается дробно-дифференциальное обобщение двухфазной модели нелетучей нефти, 
построенное на основе модифицированного закона фильтрации Дарси с потенциалом Рисса. 
Предложен алгоритм построения решения рассматриваемой модели, основанный на методе 
IMPES. Из системы уравнений модели выделено одно уравнение, описывающее процесс эво-
люции давления нефти. Для линейного однородного случая этого уравнения, описывающего 
эволюцию давления при плоскорадиальном течении флюидов, построено частное решение с 
использованием метода интегрального преобразования Меллина. Получено представление 
данного решения в виде контурного интеграла Меллина – Барнса, позволяющее записать его 
через функцию Фокса. 
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Введение 
В последние годы математические модели с операторами дробного интегрирования и 
дифференцирования вызывают все больший интерес благодаря возможности описывать 
сложные процессы с аномальной кинетикой протекания [1, 2]. В частности, подобные мо-
дели могут быть использованы для описания процессов фильтрации флюидов в сложных 
неоднородных коллекторах[3, 4], что является чрезвычайно важной задачей в нефтяном 
инжиниринге. При этом математические модели фильтрации с дробными производными 
по пространственным переменным, которые позволяют более естественным образом опи-
сывать процессы течения в трещиновато-пористых пластах с эффектами пространствен-
ной нелокальности, существенно менее изучены, чем модели с дробными производными 
по времени, учитывающие эффекты степенной памяти. 
Сетевое научное издание
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В данной работе рассматривается процесс фильтрации флюидов в неоднородной тре-
щиновато-пористой среде с эффектами нелокальности по пространству. Подобная нело-
кальность может быть вызвана различными дальними взаимодействиями, которые могут 
наблюдаться, например, в нефтяных пластах с естественной трещиноватостью [5, 6, 7]. 
Процессы фильтрации в подобных пластах обычно описываются моделями с двойной по-
ристостью [8], когда в пласте отдельно рассматриваются пористые блоки (матрица) и сис-
тема трещин, разделяющая эти блоки. Системы трещин обычно считаются фрактальными, 
и поэтому имеют дробную размерность. Таким образом, модель фильтрации, описываю-
щая процессы фильтрации в подобной среде, должна учитывать эту размерность и одним 
из способов для этого является использование методов дробного интегрирования и диф-
ференцирования. Одним из наиболее простых способов построения моделей фильтрации 
флюида в неоднородных пористых средах является включение дробно-дифференциальных 
операторов в закон Дарси. В данной работе используется трехмерное дробно-
дифференциальное по пространству обобщение закона фильтрации Дарси, содержащее 
потенциал Рисса [9], который является одним из возможных обобщений понятия дробного 
интеграла на случай многомерного пространства. 
Одной из самых популярных моделей фильтрации флюидов в пластовых средах явля-
ется модель нелетучей нефти (Black Oil model) [10]. В работе [11] представлена дробно-
дифференциальная модификация этой модели, построенная с использованием дробно-
дифференциального по времени обобщения закона Дарси, и на основе данной модели 
предложено строить гидродинамический симулятор фильтрационных течений в нефтега-
зовых коллекторах. Тем не менее для построения моделей нелетучей нефти ранее никогда 
не использовалось дробно-дифференциальное по пространству обобщение закона Дарси с 
потенциалом Рисса. 
В первом разделе данной работы рассматривается модификация закона Дарси с по-
тенциалом Рисса в трехмерном пространстве, на основе которого во втором разделе стро-
ится дробно-дифференциальное обобщение двухфазной модели нелетучей нефти. В треть-
ем разделе для численного решения системы уравнений двухфазной фильтрации предла-
гается использование метода IMPES, подразумевающего выделение из системы уравнений 
модели одного уравнения, описывающего эволюцию давления, для последующего реше-
ния по неявной разностной схеме. В четвертом разделе для линейного однородного случая 
данного уравнения в двумерном пространстве, описывающего эволюцию давления в слу-
чае плоскорадиального течения, с помощью интегрального преобразования Меллина вы-
полняется построение частного решения, которое представляется через функции Фок-
са [12]. 
1. Дробно-дифференциальная модификация закона Дарси 
Рассматривается следующая дробно-дифференциальная модификация закона фильт-
рации Дарси:  
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Здесь u  –  вектор скорости фильтрующегося флюида,    – вязкость флюида,  
k   – дробно-дифференциальный аналог проницаемости пористой среды, p – давление,  
t  – время, а  
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– потенциал Рисса в трехмерном пространстве. 
Модель (1) позволяет описывать только супердиффузионные процессы. В предельном 
случае данная модель совпадает с классическим законом фильтрации Дарси. Подобная 
модель исследовалась, например, в работах [7, 13]. 
2. Основные уравнения модели 
Основными уравнениями модели являются уравнения массового баланса для каждой 
из рассматриваемых фаз. Каждое из уравнений записывается для модели нелетучей нефти, 
или black oil model. Предполагается, что существует две различные несмешиваемые и на-
ходящиеся в термодинамическом равновесии фазы: o – нефть, w – вода. С учетом указан-
ных допущений уравнения [10] массового баланса принимают вид  
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Здесь    – пористость среды,  lS  – насыщенность фазы l , lu  – скорость фильтрации 
фазы l , lB  – коэффициент объемного расширения фазы l , lq  – плотность объемных ис-
точников фазы l  при нормальных условиях,  = ,l o w  –  обозначение фазы. 
Плотности объемных источников позволяют учитывать влияние добывающих и на-
гнетающих скважин и могут быть выражены через плотности массовых источников:  
 *= ,l l lm q  
где *
l   – плотность фазы l  при стандартных условиях. 
В данной модели используется дробно-дифференциальное обобщение закона Дарси 
(1), которое, с учетом гравитационных сил, может быть записано в виде  
  = [ ], (0,1), = ( , , , ).rl l rl l
l
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Здесь 
k  – проницаемость пористой среды, Д ; 
l  – вязкость фазы l , Па с ;  
rlk   – относительная фазовая проницаемость для фазы l ;   
rlk
 – дробный аналог относительной фазовой проницаемости;  
lp – давление фазы l , Па ;  
l  – плотность фазы l , 
3/кг м ;  
g  –вектор ускорения свободного падения, 
2/м с . 








l   – плотность фазы l  при нормальных условиях. 
Система уравнений также дополняется представленными ниже замыкающими соот-
ношениями. Давления нефти и воды связаны через капиллярное давление:  
 = .cow o wp p p  (5) 
Насыщенности связаны балансовым уравнением  
 =1.o wS S  (6) 
Подстановка (4) в систему (2), (3), с учетом замыкающих соотношений (5), (6), приво-
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В системе (7), (8) неизвестными являются водонасыщенность = ( , , , )w wS S t x y z  и дав-
ление нефти = ( , , , )o op p t x y z . Следующие функции считаются известными:  
 = ( , , , ), = ( , , , ),o ox y z p k k x y z p   
 = ( ), = ( ), = ( ), = ( , , , , , ),l l l l l l l l l l l l wB B p p p q q t x y z p S     
  = ( ), = ( ), = ( ), = , .ro ro w rw rw w cow cow wk k S k k S p p S l o w  
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В качестве начальных условий берутся начальные распределения полей давления 
нефти и водонасыщенности:  
        0 00, , , = , , , 0, , , = , ,o o w wp x y z p x y z S x y z S x y z  
В силу того, что в данной модели рассматривается все пространство, для возможности 
дальнейшего численного моделирования вводятся ограничения на класс функций, в кото-
ром ищутся давления флюидов: 
    , , , | = 0, ( , , ), = , .l xp t x y z x x y z l o w 
r
 
Для численного счета рассматривается случай a   и ставятся граничные условия 
первого рода (условия Дирихле) — заданное давление на границе: 
    , , , | = , ( , , ), = , .al lx ap t x y z p x x y z l o w 
r
 
В данной работе предполагается, что  0, = , .alp l o w  Для насыщенностей их 











где n— вектор внешней нормали к границе. 
3. IMPES-метод 
Для численного решения системы уравнений двухфазной фильтрации (7),(8) может 
быть использована процедура "неявное давление – явная насыщенность", более известная 
как метод IMPES [10]. Для этого из представленной системы уравнений выделяется одно 
уравнение на давление, записанное при условии пренебрежения изменением капиллярно-
го давления в пределах шага по времени. Данное уравнение решается численно посредст-
вом использования неявной разностной схемы, а для нахождения насыщенностей исполь-
зуется явная разностная схема уравнения (7). 
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В силу того, что при данном подходе капиллярное давление в пределах одного шага оста-
ется постоянным, в силу (5) справедливо  
 1( ) = ( ), [ , ],cow cow n n np t p t t t t   






Из уравнения (7) получим: 
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Отсюда, в силу (8) получаем уравнение на давление: 
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В пределах временного слоя, т.е. при 1[ , ]n nt t t  , уравнение (9) принимает вид  
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Далее, выделив из правой части (10) члены, зависящие от градиента потенциала Рисса 
от давления нефти, получим следующее представление уравнения на давление:  
    = ,o wo ro o w rw o
o
p B
b k R p k R p Q
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    = .o ro o w rw w w rw cow o wQ k k k R p q q            g  
Уравнение (11) в общем виде является нелинейным, в силу зависимости его коэффи-
циентов от давления нефти. IMPES метод предполагает численное решение подобного 
уравнения по неявной схеме с организацией внутреннего итерационного процесса в пре-
делах каждого временного шага. Водонасыщенность же находится с учетом найденного 
давления нефти с помощью явной разностной схемы для уравнения (7). Частный однород-
ный случай уравнение вида (11) рассматривался в работе [14], где для него была проведе-
на полная групповая классификация и построены законы сохранения. 
4. Построение частного решения 

















      
Уравнение (12) рассматривалось, например, в работе [13]. Для удобства дальнейших 
расчетов будем полагать =1a . Важно отметить, что при = 0  уравнение (12) принимает 
вид классического линейного уравнения теплопроводности. 
Будем рассматривать радиальный случай уравнения (12), при котором = ( , )o op p r t . В 
работе [15] было показано, что для потенциала Рисса от радиальной функции справедливо 
следующее одномерное представление:  
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 – левосторонний и правосторонний дробный интегралы  
Римана – Лиувилля [9], а n  – размерность потенциала Рисса, в нашем случае = 2n . 
Тогда, радиальное представление уравнения (12) может быть записано как  






















 — радиальное представление оператора Лапласа. 
Для уравнений в частных производных наиболее простым классом точных решений, 
которые описываются обыкновенными дифференциальными уравнениями, являются ав-
томодельные решения. Под автомодельностью понимается свойство явления, развиваю-
щегося во времени, состоящее в том, что все его характеристики геометрически подобны, 
т.е. пространственные распределения каждой из его характеристик в различные моменты 
времени получаются одно из другого преобразованием подобия. Автомодельность позво-
ляет во многих случаях свести задачу математической физики к решению обыкновенных 
дифференциальных уравнений.  
Автомодельное решение уравнения (13) будем искать в виде  
 0 ( , ) ( ),p r t f   (14) 
где автомодельная переменная имеет вид 
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, что является ав-
томодельной переменной классического уравнения теплопроводности. Процедура нахож-
дения вида   является стандартной, она совпадает с процедурой нахождения автомодель-
ных переменных для классических дифференциальных уравнений в частных производ-
ных. 
Подстановка (14) в (13), после ряда преобразований, приводит к обыкновенному 
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 (15) 
Дальнейшие разделы посвящены поиску частного решения уравнения (15). 
4.1. Преобразование Меллина 
Для построения частного решения уравнения (15) воспользуемся интегральным пре-
образованием Меллина [16]  
   * 1
0
( ) = ( ) ( ) .sf s f s f d   

 M  (16) 
Преобразование Меллина от левостороннего и правостороннего интеграла  
Римана – Лиувилля определяются следующим образом [17]  
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где Re( )s  — действительная часть .s  
В результате, с учетом (17) и (18), под действием преобразования Меллина (16) урав-
нение (15) принимает вид 
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Рассмотрим сначала предельный случай уравнения (19) при = 0 :  
 2( ) = ( 2) ( 2).
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Подействовав обратным преобразованием Меллина (см., например, [16]) на (21), получим 
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Таким образом, так как 2 1f С тоже является частным решением (15)при = 0 , общее ре-
шение уравнения (15) при = 0  имеет вид  
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 совпадает с автомодельным решением классического двумерного урав-
нения теплопроводности в радиальном случае. 
Вернемся теперь к уравнению (19) для (0,1)  . Сделаем замену переменных  
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Уравнение (19) принимает вид  
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Под действием замены переменных  
 ( ) = ( ), = 2
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уравнение (23) приводится к уравнению со смещенным аргументом: 
 ( ) = ( 1).G t G t   
Решение этого уравнения может быть записано в виде  
 ( ) = ( ),G t t  
где ( )t   – любая периодическая функция с периодом 1. Выполняя теперь серию обрат-
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   
 (24) 
4.2. Представление через функции Фокса 
Обратное преобразование Меллина, примененное к (24), дает следующее представле-
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   
               
 
     
  (25) 
Интеграл (25) может быть представлен через функции Фокса [12]. Данные функции 
определяются через интеграл Меллина–Барнса следующим образом:  
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1 1 =1 =1,
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1 1
= 1 = 1
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где 0 < < , < < , , > 0j jn p o m q A B . Контур интегрирования L  в (26) — это бесконечный 
контур, оставляющий полюса гамма-функций ( )j jb B s   слева, а полюса (1 )j ja A s    
справа от L . Мы используем контур = iL L , начинающийся в точке i    и заканчи-
вающийся в точке i   [9, 12]. В этом случае интеграл (26) сходится при * > 0a  и 
*| arg |< / 2x a  , где  
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=1 = 1 =1 = 1
= .
p qn m
j j j j
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. Таким образом, в 
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Таким образом, частное решение уравнения (13) принимает вид 
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Полученное частное решение может быть использовано для анализа качественных 
свойств дробно-дифференциальной модификации модели двухфазной фильтрации, а 
также для отладки программных реализаций численных алгоритмов решения 
представленной модели. 
Заключение 
Предложена дробно-дифференциальная модификация модели двухфазной нелетучей 
нефти для описания процессов фильтрации в неоднородной трещиновато-пористой среде 
с эффектами пространственной нелокальности. Для построения модели было использова-
но дробно-дифференциальное обобщение закона Дарси с потенциалом Рисса в трехмер-
ном пространстве. Предложен алгоритм решения построенной модели на основе метода 
IMPES, в котором подразумевается выделение из системы уравнений модели одного 
уравнения на давление с последующим численным решением по неявной схеме. Для ли-
нейного однородного случая этого уравнения, описывающего эволюцию давления при 
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плоскорадиальном течении флюида, было построено частное решение, которое в даль-
нейшем может использоваться при программной реализации численного решения пред-
ставленной модели. Главным направлением дальнейших исследований является разработ-
ка и реализация программного вычислительного комплекса, основанного на предложен-
ной модели нелетучей нефти. 
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Classical multiphase filtration models, which are based on Darcy's law, are well studied and 
actively used in modern oil engineering. However, such models do not allow efficient describing 
of processes with power-law memory effects or with spatial non-locality effects. In recent years, 
there has been a significantly increasing interest in models with fractional derivatives and inte-
grals that allow such effects to be taken into account. 
The article considers the space-fractional generalization of the two-phase Black Oil model. 
This model is built on the basis of a fractional modification of the Darcy’s law with the Riesz 
potential, which is one of the possible generalizations of a fractional integral to the case of a 
multidimensional space. The use of such a modification of Darcy's law allows efficient describ-
ing of filtration processes in heterogeneous fractured porous media with the effects of spatial 
non-locality. 
For the numerical solution of the system of equations from the obtained model, the use of 
the IMPES method is proposed. For this purpose, from the presented system of equations, one 
equation is selected that describes the evolution of pressure. This equation is written provided 
that the capillary pressure variation within the time step is neglected. 
A special case of the pressure equation with the Riesz potential of radial function is consid-
ered, which describes the pressure variation in the case of a radial plane flow. For this equation, 
a self-similar solution is constructed using the Mellin integral transform method. A representa-
tion of this solution in the form of the Mellin-Barnes contour integral was obtained, which made 
it possible to write it in terms of the Fox functions. It is shown that in the limiting case of a zero 
degree of the Riesz potential, this solution coincides with the self-similar solution of the classical 
heat equation. The constructed self-similar solution can be further used in the software imple-
mentation of the numerical solution of the model presented 
http://mathmelpub.ru ISSN 2412-5911
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The main line of further research is to develop and implement a software computing system 
based on the proposed fractional generalization of the two-phase Black Oil model. 
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